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NEKOLIKO PRIMJENA MATEMATIKE U FORENZICI

Pregledni naucni rad

Selman REPISTI
Josko SINDIK

Sazetak

Inspiracija za rad i problem(i) koji se radom oslovljava(ju): Kriminalistika i krimi-
nologija nisu samo kvalitativne, vec¢ i kvantitativne discipline. Veliki broj danasnjih
saznanja iz statistike i matematike opéenito nalaze svoju primjenu u forenzici. Stoga
je problem ovog rada podsjecanje ili informiranje ovog profila stru¢njaka vezano za
nekoliko matematickih i logickih procedura korisnih za forenzicke svrhe.

Ciljevi rada (nauéni i/ili drustveni): Cilj ovog rada jeste prikaz Cetiri primjene mate-
matike u forenzi¢nim znanostima, odnosno u kriminalisticke svrhe. Prva primjena
odnosi se na procjenu visine na osnovi duZine traga stopala. Druga se tice procjene
vremena koje je proslo od trenutka smrti, na osnovi tjelesne temperature. Sljedeca
primjena ogleda se u pravilnom koristenju teorije vjerojatnosti prilikom izvodenja
zakljucaka u forenzici. Posljednja primjena matematike koja je prikazana tic¢e se ge-
ografskog profiliranja, te se odnosi naodredivanje zone (podrucja) u kojoj pocinitelj

Metodologija/Dizajn: Kako je ¢lanak preglednog tipa, provedena je analiza sadrzaja
radova drugih autora i relevantnih rezultata do kojih su oni dosli.

Ogranicenja istraZivanja/rada: Radom nisu zahvacene sve primjene matematike u
forenzickoj znanosti, ve¢ primjeri za nekoliko odabranih primjena.

Rezultati/Nalazi: Imajuéi u vidu nabrojane koristi od primijenjene matematike, po-
trebno je naglasiti da forenzicar, za njihovo uspjesno koristenje u praksi, treba znati
ispravno interpretirati koeficijent korelacije, te pravilno koristiti koeficijente u regre-
sijskoj jednadzbi (Sto je potrebno u domeni antropometrijskih podataka). Nadalje,
nuzno je razumjeti osnove logaritamskog, te diferencijalnog i integralnog racuna,
koji se nalaze u osnovi odredivanja vremena smrti na osnovu tjelesne temperature.
Prilikom geografskog profiliranja uz Rossmovu formulu, vazno je poznavati osnovne
principe teorije vjerojatnosti, induktivnog zakljucivanja i interpretacije statistickih
testova, te koristiti odgovarajuca informaticka pomagala, uz ispravno ocitavanje od-
govarajucih vrijednosti.
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Generalni zaklju¢ak: Uloga matematiCara/statisticara u timu forenzicara je od veli-
kog prakticnog znacaja.

Opravdanost istraZivanja/rada: Radom se skrece paZnja na Cesto zapostavljeno po-
drucje primijenjene matematike u okviru forenzicke znanosti.

Kljucne rijeci
visina, duZina stopala, vrijeme smrti, matematic¢ko zakljucivanje, geografsko profili-
ranje.

uvobD

Matematika se doima teorijskom znanos¢u, koja je rezervirana za uskostru¢ne akademske kru-
gove. Medutim, primijenjena matematika (narocito u vidu statistike i teorije vjerojatnosti) pred-
stavlja okosnicu suvremenih istrazivanja u drustvenim znanostima (kao Sto su psihologija, eko-
nomija, kriminalistika...). Uspjesno, pouzdano, validno i korisno mjerenje, usporedivanje, objas-
njavanje i predvidanje gotovo da i nisu moguci bez primjene matematickih znanja i metoda.

Stoga je cilj ovoga rada da prikaze nekoliko ovakvih primjena u kontekstu forenzike. Neke pri-
mjene propracene su primjerima, kako bi se apstraktnost matematickih postupaka smjestila u
okvire kriminalistike i kriminologije, te kako bi se olaksala njihova primjena u forenzickoj praksi.

Neki od izraCuna zahtijevaju upotrebu rac¢unara, s obzirom da su sloZeniji i manje ekonomicni.
Drugi podrazumijevaju graficko prikazivanje podataka, te je vazno poznavati osnove geometrije
za njihovo razumijevanje.

Pored toga, u radu je podcrtan znacaj sposobnosti (ili obuéenosti) za logicko, statisti¢ko, te za-
klju€ivanje na temelju osnovnih postulata teorije vjerojatnosti.

ANTROPOMETRISKE PRIMJENE

U istraZivanju koje su proveli Patel, Shah i Patel (2007) dobiveno je da koeficijent korelacije
izmedu duZine stopala i visine kod 278 ispitivanih muskaraca iznosi r = .65, a kod 224 Zene
jednak je r = .80. Treba napomenuti da r = 0 podrazumijeva neovisnost (nekoreliranost) izme-
du varijabli (pojava, fenomena koji variraju), dok r = 1 ili -1 upucuje na potpunu (maksimalnu)
povezanost medu njima (bila ona pozitivna ili negativna). U skladu s tim, autori su dosli do
sljedecih jednadzbi regresije:

Y’ =75.45 + 3.64*X (poduzorak muskaraca)
Y’ =75.41 + 3.43*X (poduzorak Zena)

Ovdje je X — duZina stopala u centimetrima, a Y’ visina u centimetrima. Dakle, na svakidodatni
centimetar duZine stopala muskaraca, njihova pretpostavljena visina je veca za 3.64 cm, dok
je kod Zena rije¢ o povecanju visine za 3.43 cm. VaZno je i napomenuti da je ovo istraZivanje
provedeno na sudionicima od 17. do 22. godine.
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Ove jednadzbe se koriste vrlo jednostavno: uvrstavanjem duZine stopala muskaraca, odnosno
Zena, kako bi se dobila procjena njihove visine. Naprimjer, ukoliko raspolazemo podatkom da
osumnjiceni muskarac ima duZinu stopala od 30 cm, njegova procijenjena visina je 184.65 cm.
S druge strane, ukoliko je osumnji¢ena Zena, ¢ija je duZina stopala 25 cm, njena najvjerojatnija
visina bila bi 161.16 cm.

Pawar i Dadhich (2012) su proveli slicnu studiju na 298 sudionika, podijeljenih u Sest grupa, s
obzirom na dob. Dobili su sljedece rezultate: veoma nisku korelaciju izmedu duZine stopala i
visine kod jednogodisnjaka, a visok koeficijent kod jednogodisnjakinja; umjerenu do visoku ko-
relaciju izmedu ova dva antropometrijska podatka kod oba spola u dobnim grupama od 11, 12
i 13 godina (kod djecaka, najvisa korelacija iznosila je r = .83, a kod djevojcica r = .85), umjerenu
korelaciju kod mladiéa i djevojaka starosti od 17 do 19 godina, te umjerenu do visoku poveza-
nost kod oba spola starosti iznad 30 godina (r =.73 i r = .62, respektivno). Ovi autori utvrdili su
da visina, u prosjeku, iznosi 6.5 duzina stopala.

Babu, Deepika i Potturi (2013) analizirali su ove antropometrijske podatke na uzorku od 104
sudionika, starosti od 21. do 35. godine. Dobili su umjerene pozitivne korelacije izmedu palca
lijevog, odnosno desnog stopala i visine sudionika, kao i izmedu visine i duZine cijelog stopala.
Oni su prikazali jednadzZbe regresije za svako stopalo posebno:

Y’ =50.350 + 4.691*LS
Y’ =47.971 +4.782*DS

U gornjim jednadZbama, oznake znace: Y’ — procijenjena visina (u cm), LS — duZina lijevog, a DS
duZina desnog stopala (oboje u cm).

Stoga, ukoliko raspolazemo informacijama o duZini oba stopala osumnjicenog (ili pak samo
jednog stopala), moZzemo okvirno odrediti njegovu visinu. Pretpostavimo da je njegovo lijevo
stopalo dugacko 27.5 cm, a desno 28 cm. Procijenjena bi visina iznosila 179.35 cm, odnosno
181.87 cm. Dakle, nas osumnji¢eni/pocinitelj je visok negdje oko 180 cm.

Aml, Peker, Turgut i Ulukent (1997) su takoder utvrdili da su duZina stopala i visina u visokoj
pozitivnoj korelaciji kod oba spola (u ovom slucaju, sudionika od 17. do 25. godine). Pored toga,
dobili su da je ova povezanost veca nego povezanost duZine stopala i tjelesne mase (tezine)
sudionika.

ODREDIVANJE VREMENA SMRTI NA OSNOVI TEMPERATURE TIJELA

Pocet ¢emo sa jednim starijim znanstvenim ¢lankom, u kome se navodi da se vrijeme smrti
odreduje uz pomoc sljedece formule (DeSaram, Webster i Kathirgamatamby, 1956):

Broj sati od trenutka smrti = (98.4°F — rektalna temperatura u vremenu ispitivanja tijela)/(opci
pad temperature po satu)

98.4°F jednako je 36.89°C, rektalna temperatura je jedan od parametara koji se inace mjeri
u ovakvim situacijama, a procjena opceg (uobicajenog) pada tjelesne temperature po satu je
1.6°F (= 0.89°C). Autori spomenutog ¢lanka upozoravaju da ova formula moze biti korisna uko-
liko zanemarimo razlike u hladenju razlicitih tijela, te drugih faktora koji bi mogli utjecati na
brzinu hladenja (vlaznost zraka i ostale vremenske prilike; u kojoj mjeri je mrtvac odjeven; te u
kakvom je stanju tijelo).
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Za koristenje nesto preciznije metode odredivanja vremena smrti uz pomoc temperature tijela,
potrebno je poznavati Newtonov zakon hladenja tijela. Naime, promjena temperature tijela
(dT) s protokom vremena (dt) proporcionalna je razlici izmedu tjelesne (T) i ambijentalne tem-
perature (T ):

dT/dt = k*(T-T)

U prethodnom obrascu, k je pozitivna konstanta, a znak minus ispred nje oznacava da se tijelo
hladi, tj. gubi toplotu. T_(ambijentalnu temperaturu) takoder smatramo konstantom (kako bi
se postavljeni model dovoljno pojednostavio). Za dalje koristenje ove jednacine, potrebno je
poznavati diferencijalni i integralni racun. Drugim rije¢ima, alate za matemati¢ko opisivanje
toka i smjera promjene jedne varijable, imajuci u vidu jednu ili viSe drugih varijabli. Stoga se
prethodni obrazac moZe napisati u obliku diferencijalne jednadzZbe (pri cemu je razlika tjelesne
i ambijentalne temperature oznacena kao y):

y(t) = dy/dt = d(T-T )/dt = d(T T )/dt = dT/dt — d(T )/dt = dT/dt = -k*(T-T ) = -k*y

Integriranjem jednadzbe y'(t) = -k*y, dobiva se sljedeca jednadzba (exp je oznaka za Eulerov
broj e koji priblizno iznosi 2.718, tocnije, za bazu eksponenta navedenog u zagradi):

y(t) =y, *exp(-k*t)
Zapravo, ova jednadzba se moze napisati i na sljedeci nacin:
T(t)-T =(T —T)*exp(-k*t)

Dakle, konstanta y, je pocetni (inicijalni) uvjet jednadzbe, koji podrazumijeva razliku tempe-
rature tijela u trenutku smrti (T ) i ambijentalne (okolidne) temperature (T ). Za temperaturu
tijela u trenutku smrti uzimamo 37°C (98.6°F). Mrtvozornik bi, ukoliko se sluzi ovom formulom,
trebalo dvaput izmjeriti temperaturu tijela, kako bi mogao izracunati konstantu k, te je uvrstiti
u spomenutu formulu, s ciljem racunanja vremena proteklog od trenutka smrti. Koristenje ove
formule ilustrirat ¢cemo primjerom koji slijedi.

Pretpostavimo da je mrtvozornik dosao na mjesto zlocina u 18.30h, te odmah izmjerio tem-
peraturu tijela, koja je iznosila 34°C. Potom je, u 19.00h izvrSio drugo mjerenje, gdje je tem-
peratura tijela iznosila 33.5°C. Ambijentalna temperatura bila je 20°C, a kao temperaturu u
trenutku smrti, mrtvozornik je uzeo u obzir normalnu tjelesnu temperaturu, koju je zaokruzio
na 37°C.

Prvo ¢emo uvrstiti podatke o temperaturama kojima raspolazemo u dva mjerenja (posto je
drugo mjerenje izvrSeno 30 minuta nakon prvog, u drugoj jednadzbi imamo ¢lan (t+30)):

34-20=(37-20)*exp(-k*t)
33.5-20= (37— 20)*exp(-k*(t+30))
Potom, da bi se ponistio parametar t, mozemo podijeliti ove dvije jednadzbe jednu s drugom.

Kako imamo eksponent Eulerovog broja, potrebno je “izvuéi”’ prirodni logaritam iz jednadzbe,
koju smo dobili kao rezultat dijeljenja:
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In(14/13.5) = 30*k

Iz nove jednadzbe moZemo izracunati konstantu k, koja iznosi .001212. Potom ovaj rezultat
uvrstimo u prvu jednadzbu, koja odgovara vremenu dolaska mrtvozornika na mjesto zlocina:

14 = 17*exp(-.001212*t)

Ovu jednadzbu ponovo transformiramo uz pomo¢ prirodnog logaritma, kako bismo dobili vri-
jeme proteklo od trenutka smrti (t):

t = In(14/17)/(-.001212) = 160.195 minuta = 2.67 sati

Dakle, u nasem primjeru, vrijeme proteklo od trenutka smrti je oko dva sata i 40 minuta. Narav-
no, postoje odredeni dijagrami i sheme koje mrtvozornik/patolog moze koristiti za brze odre-
divanje vremena smrti. Cilj prikaza ovog izracuna jeste da se ukaZe na matematicku pozadinu
opservacija i zakljucaka u ovoj oblasti forenzike.

Pored opisane tehnike, Marshall i Hoare (1962) su predloZili model hladenja tijela koji obje-
dinjuje Newtonov zakon hladenja i tzv. plato postmortalne temperature. Plato postmortalne
temperature je kratak period nakon smrti, tijekom kojega se tijelo uopce ne hladi ili mu cak
temperatura malo poraste. Nakon ovog perioda, hladenje tijela se odvija sukladnom spomenu-
tom Newtonovom zakonu. Dakle, krivulja tjelesne temperature nakon smrti je, ustvari, sigmo-
idnog oblika, uz pozitivhu asimetri¢nost (Marshall i Hoare, 1962).

Inace, hladenje tijela se u principu odvija dva puta brZe u stajacoj, a tri puta u tekuéoj vodi (As-
sante, 2013). Naravno, postoje jos sloZeniji modeli, koji uzimaju u obzir tjelesnu masu i visinu
(npr. Green i Wright, 1985).

MATEMATICKO ZAKLJUCIVANJE U FORENZICI

U ovom poglavlju prikazat ce se tri vida (oblika) matematickog zakljucivanja u forenzici: 1) za-
klju¢ivanje uz pomo¢ Millovih induktivnih metoda, 2) zakljucivanje koje se oslanja na osnove
teorije vjerojatnosti i 3) zakljucivanje na osnovi vrijednosti dobivenih primjenom statistickih
testova.

Kao prvo, forenzicari bi trebali poznavati pet Millovih induktivnih metoda, koje se izu€avaju u
oblasti logike. To su (npr. Churchill, 1990): metoda slaganja, metoda razlike (diferencije), kom-
binirana metoda slaganja i razlike, metoda reziduala i metoda istodobnih varijacija.

Metoda slaganja odnosi se na sljedece: ukoliko dva ili viSe dogadaja imaju jedan zajednicki
faktor (imenitelj), a drugi faktori koji ih definiraju se razlikuju, onda je taj zajednicki faktor ili
njihov uzrok ili posljedica. Naprimjer, ukoliko su dva dijela grada razli¢ita po svojim glavnim
karakteristikama, a slicna po tome $to imaju jednak broj banaka, onda se slicna stopa provala u
banke moze pripisati Cinjenici da je njihov broj isti u oba dijela grada.

Metoda razlike korisna je u razumijevanju uzroka odredenog fenomena, na osnovi informacije
o tome da se dvije situacije ili dva dogadaja razlikuju upravo u jednoj karakteristici. Primjer je
kriminalni recidivizam kod dvije vrste osudenika. Neka su u prvoj oni kod kojih je recidivizam
jako nizak (gotovo zanemariv), a kod druge veoma izrazen/Cest. Ako su ove dvije grupe slicne
po svim karakteristikama, osim jedne (npr. da kriminalci iz druge grupe imaju Siroku i veoma
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“tijesnu’’ mrezu prijatelja koji su prestupnici), onda je ta jedna razlicita karakteristika (u nasem
slucaju, kriminogena socijalna mreza) uzrok recidivizma.

Kombinirana metoda slaganja i razlike je, jednostavno, “zdruZivanje” prethodno opisanih me-
toda, pri cemu karakteristika (pojava) koja je specificna za nekoliko slucajeva (fenomena, situ-
acije, dogadaja), moze biti uzrok, posljedica ili djelomic¢ni uzrok odredenog efekta (posljedice).
Pretpostavimo da je troje od ukupno cetvero ljudi bilo namjerno otrovano na nekom dogadaju.
Nazovimo ih A, B, Ci D, pri ¢emu osoba D nije otrovana. Treba otkriti hranu u kojoj se nalazio
otrov. Sve Cetiri osobe jele su kavijar, a troje od njih jeli su i biftek (A, Bi C). S druge strane, dvije
osobe posluZzile su se salatom (A i B), a preostale dvije sirom (C i D). Kao Sto se moZe primijetiti,
otrov nije bio u kavijaru, jer su ga svi jeli. Takoder, kako nije bilo troje ljudi koji su jeli salatu,
niti sir (ve¢ po dvoje), ni ove dvije vrste jela nisu uzrok trovanja. Preostaje biftek, koji su jele
tri osobe, za koje se i ispostavilo da su otrovane. U ovom primjeru, metoda slicnosti ogleda se
u saznanju da su tri osobe konzumirale isto jelo (biftek), a metoda razlicitosti primjenjuje se
na ¢injenicu da jedna osoba nije bila otrovana jer nije jela biftek. Isto tako, primjena metode
razlike pociva na saznanju da su dvije osobe jele jedno (salatu), a druge dvije drugo jelo (sir), te
da nisu sve one otrovane.

Metoda reziduala (ostatka) podrazumijeva da imamo dva ili viSe dogadaja, koji su praceni sa
jos jednim setom (skupom) dogadaja (situacija, fenomena). Ukoliko je npr. jedan dogadaj iz
prvog seta uzrok dogadaju iz drugog seta, drugi dogadaj iz prvog seta uzrok drugom dogadaju iz
drugog seta itd. — onda, kada ostane par dogadaja iz oba seta, moZzemo zakljuciti da je dogadaj
iz prvog seta ili uzrok ili posljedica preostalom dogadaju iz drugog seta. Kao primjer uzet ¢emo
delinkventno ponasanje omladine na nekom prostoru. Pretpostavimo da je nekoliko autoriteta
u kriminalistici dugoro¢no pratilo stanje na ovom prostoru i identificiralo tri faktora koja utjecu
na ovakvo ponaSanje omladine: 1) siromastvo (nizak socioekonomski status), 2) nedovoljna
zastupljenost policijske kontrole (nadzora) na pomenutom podrucju i 3) nedostatak roditeljske
kontrole. Utvrdili su i da su oblici devijantnog ponasanja (dakle, posljedice pobrojanih faktora)
slijededi: 1) krada hrane i pi¢a iz lokalnih prodavnica, 2) devastiranje saobracajnih znakova i
klupa u parku, te vanjskih zidova (vandalizam), te 3) upucivanje psovki i prijetnji prolaznicima,
uz konzumiranje alkohola i ostalih psihoaktivnih supstanci. Pomenuti autoriteti su se pitali Sta
je posljedica nedostatka roditeljske kontrole (tj. pretjerano permisivnog roditeljskog stila). Prvo
su kradu robe iz prodavnica nedvosmisleno pripisali niskom socioekonomskom statusu pocini-
telja, a kao uzrok vandalizma naveli su nedovoljnu prisutnost policijskog nadzora. Posljedica
nedostatka roditeljske kontrole je, dakle, bio preostali efekat (rezidual) — upucivanje psovki i
prijetnji prolaznicima, kao i konzumiranje alkohola i drugih psihoaktivnih sredstava. Ovome tre-
ba dodati da je konzumiranje pomenutih supstanci moglo djelomice biti pod utjecajem slabog
policijskog nadzora i kontrole.

Metoda istodobnih varijacija odnosi se na korelaciju (povezanost) izmedu dvije ili viSe varijabli,
pri ¢emu su drugi faktori konstantni. Na osnovu toga se izvlaci zaklju¢ak da je jedna od tih vari-
jabli uzrok druge. Naprimjer, ukoliko se dvije grupe muskaraca razlikuju samo po razini testoste-
rona u krvi (pri ¢emu su, dakle, ove dvije grupe ujednacene po drugim relevantnim faktorima),
a dobivena je korelacija izmedu razine testosterona i sklonosti kriminalnom ponasanju, onda
¢e ovaj faktor biti uzrok kriminalnog ponasanja u muskaraca. Naravno da je mnogo faktora koji
bi mogli utjecati na sklonost kriminalnom ponasanju, a primjer koji je naveden sluzi samo kako
bi se ilustrirao metoda istodobnih varijacija.
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Nesumnjivo, poznavanje Millovih metoda bitno je za donosenje logicki validnih zaklju¢aka. Po-
red toga, potrebno je poznavati bar osnove zakljucivanja na temelju teorije vjerojatnosti, kao i
elemente statistickog zakljucivanja. Posljednja dva vida matematickog zakljucivanja u forenzici
najbolje je ilustrirati primjerima, kako bi se istakla njihova pragmaticka vrijednost.

Izvodenje zakljucaka na osnovi teorije vjerojatnosti prikazano je u primjeru koji slijedi. Naime,
pretpostavimo da o osobi koja je pocinila silovanje znamo sljedeée podatke: posjeduje kuénog
ljubimca, visoka je vise od 180 cm i posjeduje automobil. Zlocin se dogodio u mjestu na kome
Zivi 20000 stanovnika i zna se da je pocinitelj jedan od stanovnika tog mjesta. Isto tako, raspo-
lazemo sljede¢im podacima: 25% Zitelja ovog mjesta ima kuénog ljubimca, 15% ih je visih od
180 cm, a 50% posjeduje automobil. Voditelj istrage pronasao je jednog osumnjicenog koji se
uklapa u ovaj profil. Da li to znaci da je on pocinitelj?

Sukladno teoriji vjerojatnosti, mogli bismo razmisljati ovako: osoba mora posjedovati sve po-
brojane odlike, dakle, vrijedi:

P(X) = P(K) * P(V) * P(A)

Prije svega, treba pojasniti da su K, V i A neovisni dogadaji, te se vjerojatnosti njihovog po-
javljivanja ne sabiraju, ve¢ mnoze. Ovdje je P(X) vjerojatnost da odredeni stanovnik ima sve
pobrojane karakteristike, P(K) vjerojatnost da stanovnik ovog mjesta ima kuc¢nog ljubimca,
P(V) je vjerojatnost da je stanovnik danog mjesta visi od 180 cm, dok je P(A) vjerojatnost da
stanovnik ovog mjesta posjeduje li¢ni automobil. Uvrstavanjem zadanih vrijednosti u prethod-
ni obrazac, dobivamo:

P(X) =.25 *.15 * .50 = .01875

Kada dobivenu vjerojatnost pomnozimo s ukupnim brojem Zitelja u spomenutom mjestu, kao
rezultat dobivamo 375, Sto znaci da jos 374 osobe imaju iste karakteristike kao nas osumnjic¢eni
(tj. veca je vjerojatnost da se medu njima nalazi pravi pocinitelj). Dakle, vjerojatnoéa da smo
nasli pocinitelja, imajuéi u vidu sve Zitelje sa istim karakteristikama, je:

P(Y) =1/375=.00267
Ako nademo ukupno pet osoba sa istim karakteristikama, onda je vjerojatnost da je medu
njima pocinitelj:

P(z) =5/375 =.01333

Dakle, vjerojatnost je i u ovom i prethodnom slucaju veoma niska. Medutim, ukoliko prethod-
nim podacima dodamo cinjenicu da je pocinitelj muskarac (recimo da je 40% muskaraca u
danom mijestu), te ukoliko znamo da je medu muskarcima iz spomenutog mjesta 25% onih koji
su viSi od 180 cm, izracun bi izgledao ovako:

P(X) = .25 * .25 * .50 = .03125

Kako je u spomenutom mjestu 40% muskaraca, dalje racunanje vr§imo na 8000 osoba (mus-
karaca). Dakle,



Kriminalisticke teme - Godina XVII, Br. 1-2, 2017.
Repisti, Sindik: Nekoliko primjena matematike u forenzici

P(X) * 8000 = .03125 * 8000 = 250 muskaraca

Na$ osumnji¢eni (dakako, pod uvjetom da je muskog spola), predstavlja 1/250-i dio onih koji se
uklapaju u navedeni profil. To je .004, odnosno .4% od populacije muskaraca u danom mjestu.
Vjerojatnost da se medu pet muskaraca nalazi pocinitelj je:

P(Z) = 5/250 = .02 (odnosno 2%)

Dakle, veoma su bitne informacije o uvjetnoj vjerojatnosti (npr. koliko je osoba visih od 180 cm,
pod uvjetom da je rije¢ o muskarcima), te o stupnju u kome se pretpostavlja da osumnjiceni
ustvari i nije pocinitelj.
Treca (ovdje posljednja) tema u sklopu matematickog zakljucivanja jeste ocitavanje vjerojat-
nosti na osnovi primjene statistickih testova. Za primjer ¢emo uzeti zakljucivanje o efikasnosti
edukacije gradana o prevenciji eventualnih pljacki i provala. Edukacija je provedena sredinom
2014. godine, a istrazivac-kriminolog raspolaze sljede¢im podacima:
a) uprvom dijelu 2014. godine, broj pljacki i provala bio je 165
b) udrugom dijelu 2014. godine (nakon provedene edukacije), broj pljacki i provala izno-
sio je 153
c) udrugom dijelu 2013. godine (dakle, u istom periodu prethodne godine), broj pljacki
i provala bio je 171.

Recimo da je istrazivac¢-kriminolog (“zdravorazumski’’) zakljucio kako se broj pljacki i provala u
njegovom gradu zaista smanjio: manji je od prethodnog polugodisnjeg perioda, kao i u odnosu
na isti period protekle (2013.) godine. Medutim, statistika govori u prilog drugacijem zakljucku.
Naime, kako je rije¢ o ucestalosti odredenih dogadaja, govorimo o frekvencijskom nacrtu istra-
Zivanja (dogadaji za svaki period se broje i njihove sume se medusobno usporeduju). Stoga je u
svrhu usporedivanja ucestalosti (frekvencija) najbolje upotrijebiti hi-kvadrat (x?) test, odnosno
provjeriti da li je razlika izmedu frekvencija dovoljno velika da bi bila statisticki znacajna (tj. da
ne bi mogla biti proglasena slucajnom, ve¢ stvarnom razlikom). Ako je p < .05, ispitivana razlika
uzima se kao statisticki znacajna. U suprotnom, prihvaca se nulta hipoteza da nema statisticki
znacajne razlike izmedu frekvencija. Hi-kvadrat je, inaCe, neparametrijski postupak, bududi da
se moZe provesti i u slucaju kada distribucije rezultata (podataka) statisticki znacajno odstupaju
od normalne krivulje. U okviru ovog testa, zbroje se kvadrirane razlike izmedu opazenih (em-
prijskih) i ocekivanih (teorijskih) frekvencija podijeljene ocekivanim frekvencijama. Dobiveni
rezultat je vrijednost x*-testa.

Prvo usporedimo frekvencije 153 (drugi dio 2014. godine) i 165 (prvi dio iste godine). Dobi-
vamo da je vrijednost hi-kvadrat testa y?= 0.453, uz p = .501. Kako je p veée od .05, mozemo
zakljuciti da nismo dobili statisticki znacajnu razliku izmedu ove dvije frekvencije (za statisticki
znacajan rezultat, potrebno je da je p < .05, odnosno da je vjerojatnost prihvacanja hipoteze o
nepostojanju razlike manja od 5%). Dakle, ovo smanjenje broja krada i provala moglo se, jed-
nostavno, dogoditi po slucaju.

Potom, usporedimo frekvencije 153 (drugi dio 2014. godine) i 171 (drugi dio 2013. godine).
Dobivena vrijednost hi-kvadrat testa je ¥?= 1, a p =.317. Kako je i ovdje p vece od .05, moZzemo
konstatirati da razlika izmedu ove dvije frekvencije nije statisticki znacajna.
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Dakle, u oba slucaja je dobiven statisti¢ki neznacajan rezultat (tj. razlika), te mozemo zakljuditi
kako provedena edukacija nije bila u¢inkovita. Naravno, posrijedi mogu biti i alternativne mo-
guénosti interpretacije rezultata, narocito u slucaju kada imamo dodatne varijable koje nismo
uzeli u obazir.

GEOGRAFSKO PROFILIRANJE

Prije samog objasnjenja koncepta geografskog profiliranja, opisat ¢emo pristup koji se Cesto
moze pomijesati sa ovim konceptom, a ustvari je njegova preteca. RijeC je o tzv. putovanju
ka zlocinu ili putu do pocinjenog kriminalnog djela (eng. journey to crime). Ovaj je pojam prvi
upotrijebio P. D. Phillips (1980), misleéi pri tome na udaljenost (distancu) izmedu prebivalista/
boravista pocinitelja i mjesta gdje je pocinjeno krivicno djelo (ubojstvo, silovanje, provala ili
pljacka). Zapravo, ova distanca ne mora biti vezana za pravu adresu pocinitelja, ve¢ za “skrovi-
ste” ili “tajnu lokaciju”’ koja mu sluZi da se sakrije i u kojoj se osjeca najsigurnije. Stoga nailazi-
mo na pojmove kao Sto su “kuéna baza” (eng. home base) i “sidriste” ili “sidriSna tocka’ (eng.
anchor point). Lu (2003) predlaze jos jednu korisnu sintagmu — putovanje (put) nakon zlocina
(eng. journey after crime), imajuci u vidu da se pocinitelj, nakon izvrSenog djela, povlaci na
svoju tajnu lokaciju. Ona se moZe poklapati sa onom sa koje je krenuo s ciljem da pocini zlocin,
aliine mora.

U statistici je poznato sljedece nacelo: sto je vedi uzorak (mjera, sudionika istraZivanja, indi-
katora, opservacija i slicno), to je manja standardna pogreska. Dakle, mjerenje i zakljucci koji
proisticu iz njega su valjaniji i pouzdaniji. Naravno, ovaj uzorak treba biti Sto reprezentativniji.
U slucaju jednog pocinitelja i jednog zlocina, vazno nam je ispitati mjesto na kojem je pocinjeno
kriminalno djelo, dokaze, te eventualne svjedoke. Isto tako, bitno je pronaci pocinitelja koji je
u meduvremenu pobjegao sa mjesta zlocina. Medutim, ovdje imamo samo jedan zlocin i teSko
je zakljuciti gdje se pocinitelj zaista skriva. Stoga je, sa statistickog stanovista, povoljnije ukoli-
ko pred sobom imamo slucaj pocinitelja serije zlo¢ina/kriminalnih djela. Na osnovi geografske
konstelacije nekoliko mjesta zlo¢ina, moguce je rekonstruirati informaciju o pociniteljevom “si-
dristu”, odnosno “bazi”. Ako nam je poznato da je od strane jednog osumnji¢enog pocinjeno
Sest zlocina i da je to zaista ukupan broj pocinjenih krivi¢nih djela od strane spomenute oso-
be, raspolazemo populacijom njegovih zlo¢ina. U tom slucaju, moZzemo pouzdanije procijeniti
ogranicen prostor na kojem se nalazi pociniteljevo “sidriste”’. Medutim, ukoliko je on pocinio
vise zlocina (npr. osam, deset), a nama su dostupne informacije o samo nekoliko njih, govori-
mo o uzorku njegovih kriminalnih djela. Naravno, u ovakvim je uvjetima nesto teze procijeniti
pravo “sidriste”” pocinitelja. Procjene se mogu izraziti u procentima, dakle, one nisu apsolutne
(tj. stopostotne), te ih kao takve ne treba tretirati nijedan forenzicar. Drugim rije¢ima, svaka
predikcija (bez obzira $to se u ovom slucaju temelji na egzaktnoj znanosti, kakva je matematika)
je opterecena faktorom pogreske i svakako ovisi o podacima kojima matemati¢ar-forenzicar
raspolaZe na pocetku i tokom svoje analize (procjene).

Udaljenosti izmedu mjesta zlocina, te izmedu ovih mjesta i mogucih lokacija pociniteljevog
“sidrista” obi¢no se racunaju kao Euklidske ili Manhattan (blok) distance (slijede formule za
racunanje distanci u xy-ravni):

Euklidska distanca: d(A,B) = sqrt[(x, = x, )+ (y,—y,)’]
Manhattan (blok) distanca: d(A,B) = |x, = x,|+|y, — x|
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Prvi izracun udaljenosti temelji se na Pitagorinom poucku (pri ¢emu je sqrt() oznaka za kor-
jenovanje), koji je nesto prosiren, dok se drugi nacin izracuna distance zasniva na zbrajanju
apsolutnih razlika x i y koordinata tocaka A i B. Ove tocke mogu predstavljati dva mjesta zlocina.

Pretpostavimo da teritoriju na kojoj su pocinjena dva zloCina (A i B) od strane istog pocinitelja
svedemo na xy-ravninu. Koordinate podrucja prvog zlocina su (20, 10), a drugog (50 50). Koordi-
nate su izrazene u kilometrima, u odnosu na koordinatni pocetak. Euklidska udaljenost bi iznosila:

d(A, B) = (sqrt[(20 - 50)* + (10 - 50)?] =sqrt (900 + 1600) = sqrt (2500) = 50 kilometara
S druge strane, Manhattan distanca bi bila:

d(A, B)=|20-50|+|10 —50| = 30 + 40 = 70 kilometara

Prije nego Sto predemo na geografsko profiliranje u pravom smislu te rijeci, navest ¢emo dvije
“primitivne” (jednostavnije) metode procjene — metodu velikog kruga (eng. great circle met-
hod) i centrografiju.

U okviru metode velikog kruga, izracunaju se udaljenosti izmedu svaka dva mjesta zlocina. Po-
tom, “par”’ mjesta zlo¢ina izmedu kojih je dobivena najveca distanca postaje osnova za crtanje
“velikog kruga”. Ove dvije tacke (tj. mjesta zlocina) trebaju se nalaziti na samoj njegovoj kruz-
nici, pri ¢emu je centar kruznice na sredini duzi koja ih spaja. Drugim rije¢ima, distanca izme-
du pomenute dvije tacke mora biti dijametar (prec¢nik) kruga. Na koncu, nakon Sto se obiljezi
centar ovakvog kruga, dolazimo do “sidrista” pocinitelja. Drugim rije¢ima, koordinate sredisnje
tocke kruga su ustvari koordinate “sidrisne tocke”” osumnjicenog. Premda je ova metoda jedno-
stavna za shvatiti i prilicno lagana za primjenu, ona nije dovoljno pouzdana, jer se zna desiti da
je opisana kruznica prevelika, a procijenjeno “sidriste’”” pokriva pretjerano ogranicen prostor,
koji uopcée ne mora biti skroviste osumnjicenog (van der Kemp i van Koppen, 2007).
Centrografija se temelji na aritmetickim sredinama, koje se racunaju posebno za x, a posebno
za y-koordinatu (npr. van der Kemp i van Koppen, 2007). Postupak je sljedeci: prvo se zbroje
x-koordinate svih mjesta zlocina, potom podijele brojem mjesta zloc¢ina. Dakle:

(X, +X,+X,+...+x)/n

centar

ycentarz(yl+y2+y3+"'+yn)/n

“Sidriste” je, stoga, centar mase svih zlo€ina, odnosno par koordinata: (x ., V_..). Centar
mase je termin preuzet iz fizike, a odnosi se na teziSnu tocku sistema od nekoliko tijela. Me-
dutim, kako se ovaj izracun zasniva na aritmetickim sredinama, on je podlozan iskrivljavanju
uslijed postojanja ekstremnih vrijednosti (tzv. netipi¢na vrijednost, eng. outlier). Ovakve vri-
jednosti (npr. jako udaljena mjesta zlocina) vidno “pomjere” vrijednost aritmeticke sredine u
odredenom smijeru, tako da ona nije viSe dobar reprezentant podataka kojima raspolazemo (tj.
mjesta zlocina). Stoga se, umjesto aritmeticke sredine, moze koristiti medijana (tj. vrijednost
koja pada toc¢no u sredinu niza poredanih podataka/mjera).

Kao primjer ¢emo uzeti situaciju u kojoj je osumnji¢eni pocCinio sedam krada. Teritorija na kojoj
su pocinjene krade prikazana je u xy-ravnini (v. sliku 1). Koristene mjerne jedinice su kilometri.
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Slika 1. Prikaz teritorije na kojoj je pocinjeno sedam krada, uz procjenu koordinati “sidrista”
osumnjicenog (centrografija)

Kao sto vidimo (slika 1), mjesta na kojima su pocinjena nedozvoljena djela su prikazana tocka-
ma (od A do A)). Njihove koordinate su: A, (20, 20), A,(30, 40), A,(30, 50), A,(40, 60), A.(50, 30),
A,(60, 50) i A (70,30). Ako odaberemo koristiti centrografiju kao metodu utvrdivanja “sidrisne
tocke” osumnjicenog, prvo éemo izracunati prosjek x-koordinata spomenutih sedam tacaka, te
prosjek njihovih y-koordinata:

X _ =(20+30+30+40+50+60+70)/7=42.86 kilometara

centar

y_=(20+40+50+60+30+50+30)/7 =40 kilometara

centar

Dakle, “sidrisna tocka” ima koordinate koje su aritmeticke sredine koordinata svih mjesta na
kojima je pocinjeno krivicno djelo — M(42.86, 40).

Medutim, ukoliko koristimo medijanu (C) kao mjeru centralne tendencije podataka kojima
raspolazemo, imamo sljedecu situaciju: C(x) = 40 i C (y) = 40 kilometara (buduci da ove
vrijednosti/koordinate padaju u sredinu niza x, odnosno y-koordinata poredanih po velici-
ni). Dakle, “sidriSnu toc¢ku’’ opisuje uredeni par koordinata (40, 40). Obje vrijednosti (M i C)
su prikazane na slici 1, iz ¢ega se moze steéi predstava o centralnoj tendenciji podataka sa
sedam mjesta na kojima su izvrSena krivicna djela. Na istom primjeru smo ilustrirali metodu
velikog kruga (slika 2).
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Slika 2. Procjena koordinata “baze” osumnjicenog uz pomoc¢ metode velikog kruga

Kao Sto je navedeno, prvo se izracuna distanca izmedu onih mjesta koja su najudaljenija. U
nasem slucaju, to bi bile tocke A, i A, odnosno A i A, Potom smo provijerili za koji par tocki je
distanca veca:

d(A LA ¢ =sqrt (40° + 30°) = sqrt(2500) = 50 kilometara
d(A, A) =sqrt(50° + 10°) = sqrt(2600) = 50.99 kilometara

Dakle, distanca izmedu tocki A i A, Ce biti uzeta kao polaziSte za “veliki krug”. SrediSte duZi
izmedu ovih tocaka (tj. srediste kruga) je na slici 2 ozna¢eno simbolom O. Njegova x-koordinata
iznosi oko 45, a y-koordinata oko 25 kilometara. Iz toga je jasno da je “sidriSna tocka” odredena
uz pomo¢ metode velikog kruga razli¢ita od onih dobivenih centrografijom.

Kako bismo pojednostavili dalje izlaganje, pretpostavimo da tragamo za jednim pociniteljem
(serijskim ubojicom ili silovateljem), koji ima jednu “sidrisnu toc¢ku”, pri ¢emu imamo infor-
macije o svim mjestima na kojima je pocinio svoja djela. Pored toga, primijeéena je tendencija
pocinitelja da vise zloc¢ina pocini blizu svoje “sidriSne toc¢ke”, a kako distanca raste, broj zlo¢ina
opada (npr. Mclver, 1981; Rhodes i Conly, 1981; Brantingham i Brantingham, 1984). Ovakva
tendencija poznata je pod nazivom “raspad/osipanje s poveé¢anjem udaljenosti”’ (eng. distance
decay). U fizici je poznat model radioaktivnog raspada, odnosno disolucije radioaktivnog ma-
terijala s protokom vremena. U nasem slucaju, to je, dakle, “prorjedivanje’’ ubojstava, napada,
silovanja, provala ili krada s poveéanjem distance. Medutim, takoder je primijec¢eno da serijske
ubojice, silovatelji i slicno izbjegavaju pociniti djela na mjestima koja se nalaze previse blizu
njihovoj “sidrisnoj tocki” (npr. Rossmo, 1993). Dakle, oni prave jedan vid “tampon zone” (eng.
buffer zone) izmedu svoga “skrovista” i najblizih mjesta na kojima ¢e pociniti neki zlocin (Bran-
tingham i Brantingham, 1981).
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Na osnovi prethodno pobrojanim pretpostavkama i proucavanjima obrazaca serijskih zlocina
na razli¢itim podrucjima, kanadski kriminolog Kim Rossmo (1993, 1995, 2000) predlaZe re-
lativno novu metodologiju, poznatu kao geografsko profiliranje. Kako racunari umnogome
olaksavaju sloZenije matematicke izracune i graficko predstavljanje rjeSenja do kojih se doslo,
Rossmo (1993) je predlozZio i algoritam poznat kao racunalna tehnika geografskog profiliranja.
Obrazac, poznat i kao Rossmova formula, glasi ovako (npr. Rossmo, 2000):

.
p;=k*E(d/|x. x| +|y-y |V +(1-¢)*B7/(2*B-|x.~x|- |y,-y | )]
c=1

Oznake imaju sljedece znacenje: 2 —simbol za sumu (zbrajanje); P~ rezultirajuéa vjerojatnost za
tocku ij; T—ukupan broj mjesta zlo€ina; k — konstanta koja je odredena empirijski; B— polumjer
tampon (buffer) zone; f i g — eksponenti koje takoder treba odrediti empirijski (kako bi mate-
maticki model koji je postavljen Sto vise odgovarao realnosti, tj. poznatim obrascima kretanja
pocinitelja i informacijama o mjestima na kojima su pocinjeni zlocini); XY koordinate tocke
ij; x,y — koordinate c-te tocke mjesta zlocina, a ¢ - parametar koji je jednak jedinici ukoliko
je zadovoljen uvjet:|x, — x_| +|yj- y.|> B (u ostalim slu¢ajevima, ¢ = 0). Sukladno prethodnim
razmatranjima, ¢lan formule |x,—x | +|yj_- y.|je Manhattan mjera distance izmedu tocke (x,.,yj)
i toCke vezane za odredeno mjesto zlo€ina (x,y ). Inace, prvi dio formule predstavlja smanjenje
vjerojatnosti zlo€ina s poveéanjem distance, a drugi dio sluZi kako bi se uzela u obzir i tampon
zona (B). Kako treba izracunati rezultirajucu vjerojatnost za svaku tacku istrazivanog prostora,
te odabrati vrijednosti f i g tako da se prihvacenim modelom obezbijedi najveca prediktivna
moc¢, ovdje nije prikazan primjer kompletnog postupka izracuna sa zadanim vrijednostima. Sva-
kako, izracuni ovog tipa su mnogo brzi i jednostavniji uz primjenu racunalne tehnologije, kako
se jedino i rade u danasnje vrijeme.

Kako bi rezultati dobiveni ovom formulom bili dovoljno validni, predlaze se da treba raspolagati
informacijama o bar Sest mjesta zloc¢ina (Rossmo, 1993). U daljim istraZivanjima (npr. Levine i
Lee, 2013) utvrdeno je da postoje spolne i dobne razlike u prijedenim udaljenostima od “sidri-
$ta” do mjesta zlo€ina: mladi muskarci su skloniji prevaliti kraéi put, stariji muskarci imaju ten-
denciju prelaska duZeg puta, dok je predena distanca kod Zena umjerene duZine (manja nego
u starijih muskaraca, a veca nego u mladih muskaraca). Takoder, pocinitelji su skloni prevaliti
vece udaljenosti, ukoliko je meta njihovog zlocina privlacnija i teza, odnosno ukoliko ona za njih
predstavlja veci izazov (npr. Levine i Lee, 2013).

Dakle, forenzicar treba imati u vidu i ostale relevantne varijable, koje bi mogle utjecati na
obrazac kretanja osumnjicenog (ne samo spol, dob i “privlacnost” mete, ve¢ i mreZu puteva
koji vode od jednog do nekog drugog mjesta zlocCina, konfiguraciju terena, gustocu naselje-
nosti teritorije na kojoj su pocinjeni zlocini i sli¢no). Uzimanje u obzir ve¢eg broja nezavisnih
varijabli ¢ini izracune mnogo kompliciranijim, te je angaZziranje matematicara/ racunalnog
strucnjaka ovdje od presudne vaznosti.
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ZAKLIUCCI

U ¢lanku su prikazane Cetiri primjene matematike u forenzi¢énim znanostima, odnosno u kri-
minalisticke svrhe. Prva primjena odnosi se na procjenu visine na osnovi duzine traga stopala.
Druga se tiCe procjene vremena koje je proslo od trenutka smrti, na osnovi tjelesne temperatu-
re. Sljedeca primjena ogleda se u pravilnom koristenju teorije vjerojatnosti prilikom izvodenja
zakljucaka u forenzici. Posljednja primjena matematike koja je prikazana tice se geografskog
profiliranja, te se odnosi na odredivanje zone (podrucja) u kojoj pocinitelj najvjerojatnije boravi
ili Zivi. Pored navedenih primjena, matematika moze biti korisna i u sljede¢im podrucjima i
situacijama: analizi uzoraka DNK; daktiloskopiji; odredivanju stupnja poklapanja profila odre-
dene osobe za koju se sumnja da je terorist, s unaprijed utvrdenim profilom terorista;prilikom
psiholoskog ispitivanja licnosti i inteligencije osumnji¢enih (uz pomo¢ psihometrije, odnosno
grane psihologije koja se zasniva na matematickim proracunima);prilikom analize putanje met-
ka, projektila i slicno; u situaciji kad se sumnja u autenticnost potpisa pojedine osobe. Sve
ove primjene ukazuju na vaznost profiliranja strucnjaka koji ¢e se baviti ovakvim analizama, u
smislu njegove educiranosti u podrucjima: statistike, teorije vjerojatnosti, logike, metodologije
i jos nekih matematickih podrucja (npr. geometrija, diferencijalni i integralni racun). Jedno od
rjeSenja ovog problema je mogucénost da matematicar/statistiar postane neizostavni dio fo-
renzickog tima.
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SOME APPLICATIONS OF MATHEMATICS IN FORENSIC
SCIENCE

Review Paper

Abstract

Reason(s) for writing and research problem(s): Forensics and criminology are not
only qualitative but also quantitative disciplines. A large number of today’s statistical
and mathematical findings generally find their application in forensics. Therefore,
the problem of this article is to remind or inform this expert profile of several math-
ematical and logical procedures useful for forensic purposes.

Aims of the paper (scientific and/or social): The aim of this paper is to illustrate
four applications of mathematics to forensic science, i.e. for criminology purposes.
The first one takes into account height assessment with regard to the length of a
footprint. The second one considers time-after-death assessment, based on body
temperature. The next application considers the proper usage of the probability
theory while making conclusions in forensic science. The last application of math-
ematics that is shown here includes geografic profiling. It is about determining the
zone where an offender stays or resides.

Methodology/Design: As a review article, an analysis of the content of other au-
thor’s works and the relevant results they came up is conducted.

Research/paper limitations: Not all applications of mathematics in forensic science
are included in the article, but examples of several selected applications.

Results/Findings: Taking into account the aforementioned utility of the applied
mathematics, it should be highlighted that forensic expert, in order to use them
correctly, should know the following things: how to interpret correlation coefficient
properly, how to use regression coefficients adequately (it is needed in the field
of anthropometric data); how to apply the fundamentals of logarithms, differen-
tials (derivatives), and integrals (all of this is the background of determining time of
death on the basis of body temperature); basic principles of the probability theory,
inductive reasoning, and interpreting the results of statistical tests, as well as how to
use appropriate IT devices, by reading various values and figures correctly concern-
ing the geographic profiling with Rossmo’s formula.

General conclusion: The role of mathematician/statistician in the forensic team is of
great practical significance.

Research/paper validity: The paper draws attention to the usually neglected field
of applied mathematics within forensic science.

Key words: height, time of death, mathematical conclusion, geographic profiling.
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